Definicoes e exemplos

Definicdo 2.1.1 Uma sequéncia {x,} é dita crescente se x, < x,+1, para n > 1 (ou seja x; <
X < ...xp <...) e édita decrescente se X, > Xpq1, paran > 1 (ousejax; > xp > ... X, > ..0).
Uma sequéncia {x, } é mondtona se for crescente ou decrescente.

m Exemplo 2.1 Uma sequéncia:
1

(n+1)-n
1 - 1 1
(n+1)n" n+1 n+2

Xpn —

€ decrescente desde que x,, = = Xp+1, para todos n < 1.

31 .
m Exemplo 2.2 Sejam x; = 0,31, x, =0,3131, x3 = 0,313131, ..., x, = X1 —|—W. E f4cil ver

que {x,} é crescente.

Definicdo 2.1.2 Uma sequéncia {x,} é limitada superiormente (LS) se existir M € R tal que
xXn <M, n>1eélimitada inferiormente (LI) se existir m € R tal que m < x,, n > 1. Se {x,,} é
(LS) e (LI) simultaneamente, ela chama-se limitada.

T .. ~ £ .
= Exemplo 2.3 e x, = sen(—=n) é limitada, ndo mondtona, e divergente;
e x, = n! ndo limitada, mondtona (crescente), e divergente;
1 1 . )
o x,=1+->1+ o) = Xp+1. Assim {x,} é decrescente:
n

X1=2>x>...>x,>0.
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E fécil ver que lim x,, = 1, portanto {x,} converge.
n—soo

Teorema 2.1.1 — da sequéncia monétona e limitada. Toda sequéncia {x, } limitada e moné-
tona é convergente. Em particular, se {x,} for monétona mas ndo for limitada, {x,} diverge para
—+o0 ou —oo,

» Exemplo 2.4 Estude a convergéncia da {x,}, onde

(x4 +6).

N -

X1 =2, Xpp1 =

Solugdo. Mostremos que {x,} cresce usando o principio da indugdo finita. Temos x; =2 e xp =

1

3 (2 + 6) = 4. Logo x» > x1. Suponha que x, > x,_;. Mostremos que x,4+1 > x,,. Como x,, > x,,_1,
1 1

assim x, +6 > x,_1 +6, ¢ z(xn +6) > z(xn_1 +6). Portanto x,,+1 > x;.

Agora mostremos que {x, } é limitada. Temos
2=x1<x<...

Mostremos que x, < 6 usando o principio de indugdo finita. Claramente x; < 6. Suponha que x; < 6.

Assim | |
Xn+1 = E(xn+6) < 5(6‘}‘6) =6.

Portanto 2 < x,, < 6 para todo n > 1. Pelo Teorema 2.1.1, existe limx, = L. Como x, — L e
n—yoo

1
Xpil = E(x,, +6) — L, obtemos
1
L=—-(L+6),
L6

ou seja L = 6. )

» Exemplo 2.5 Estude a convergéncia da sequéncia {s, }, onde

n
=Y
k=1

| —

1 ,
Solugdo. Como s, = s, + poE obtemos s,4+1 > s, paratodo n > 1. Ou seja {s, } € crescente. E
n
facil ver que (veja a Figura 2.1)
11 1 nl ] il
Sp = 1—|—§—|—§—|—---—|—Z:A1+A2—|—---—|—An2/l ;dlenxh =In(n+1).

A sequéncia {In(n+ 1)} ndo é limitada, logo {s,} ndo é limitada. Pelo Teorema 2.1.1, lim 5, =

0o, ;_)
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Figure 2.1: Série harmonica

) 1\’
m Exemplo 2.6 E ficil ver que 1i_1>n (1 + —) =1.
n—yoo n

. 1" .
Pergunta natural é como calcular lim (1 + —> ? Neste caso temos que a sequéncia {x,},
n—soo n

comx, = (14— ) ¢écrescente e limitada. A existéncia do limite foi provada pelo J. Bernoulli
n

(1655-1705).

Definicdo 2.1.3
lim (1 + l) =e=2,718...
n—yoo n

€ o numero irracional chamado nimero de Euler.

Teorema 2.1.2 Seja f: D C R — R continuaem a € D. Seja {x,} C D tal que li_r>n X, = a. Entdo
n—oo

lim f(x,) = f(limx,) = f(a).

n—soo n—soo
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= Exemplo 2.7 1)
2n
li 1+1n—1' 1+1 2—2—k
ngl;lo 2n _ngrolo 2n _{n_ }

= li 1+1 g—l' 1+1 '
e k)T e k

* .. 1
onde = significa o uso do Teorema 2.1.2 com f = x2.

2)
n : 1\
_(Sn+1\"  [5n(1+4d) /sy dim (1+47)
lim 1 =lm | ——<] =lm ()  -—F—
e\t ) T\ gy ) T \T) i (1)
De fato,

k
. 1" . 1\s .
,}L“;<1+5—n> —{5”—"}—25‘30(”;) =i

2.2 Séries numéricas

Definicdo 2.2.1 1) Seja sequéncia {x,}. A some infinita
Xitxo =)
n=1

chama-se uma série.
2) A somas, = Y}, x; chama-se soma parcial.
3) Se {s,} converge e ’}grclo sp =S € R, série ", x, converge e

x, = lims, = S.
n—oo

e

= Exemplo 2.8 1) Temos que

-t
, t>0.
1—1¢

n
sn=Y bt* =bt-
k=1
Observe que s, converge para) <t < 1le

" bt >
. T k_ _ n
,}gx;sn_’}gg;bz =T _n;bz .

~_1 bt" é dita série geométrica!

S

Q
~i=
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2) Consideremos

31 31 31 = 31
= 0313131 = 4 —— . = .
g 100 " 1002 T T r00n T n; 100"
Etri b=31,t L Nest: Y7 ELp ial. T
€ Serie geomeltrica com o = , I = . INeSte caso = _ € Soma parcial. 1emos
* £ 100 = Zk=1 700k P

. A § BNC ) I S S|
x_o,3131...—r}g§osn—,}ggk;—look =1-1 T oo

= Exemplo 2.9 Seja
Y (1) =—1+1-141-1+1—...

n=1
Neste caso
§1 = _la
s =—141=0,

s3=—14+1-1=-1,
s4=—14+1-1+1=0.

Logo syr—1 = —1 e so; = 0. Portanto s, ndo converge.

Teorema 2.2.1 — Critério do termo geral. Se Y., x, converge, entdo lim x, = 0.
n—soo

Demonstracdo. Sejas, =x1+---+x,-1+x, 8,1 =x1+---+x,-1. Logo x, = s, — 5,—1. Como
Y, x, converge, entdo {s,} converge e lim s, = S. Portanto
n—>oo

lim x, = lim (s, —s,+1) = lim s, — lim s, =S —S=0.
n—soo n—voo n—oo n—voo

I Corolario 2.2.2 Se {x,} diverge ou lim x, # 0, entdo Y, x, diverge.
n—oo

Obs ) O fato que lim x, = 0 ndo implica que Y. x,, converge (!). Por exemplo, considere-
n—yoo

1
mos s, = Y, A Lembre que
y _ -1 el
ngl;losn_nlﬁooz k B Z n -
w 1. 1
e portanto ) ,»_; — diverge. Mas — — 0 quando n — oo.
n n

o 1 iy .
Y..—1 — chama-se série harmoénica.
n
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4n+1
m Exemplo 2.10 Y, % diverge desde que
4n+1 443 4
Jim o = lim 2 T T 33307+%*7#0'

2.3 Propriedades das séries

Usando as propriedades dos limites das sequéncias, podemos mostrar as seguintes propriedades das
séries.
Sejam Y " Xu, Y1 Yn Séries convergentes, entdo
D Yoy (o +yn) = Loy X0 + Xy Ve
2) Yo (ax,) = oY, x,, paratodo o € R.
3) Lot (%0 = Yn) = Loy %n — Lo Y-

Obs ) Observe que, as propriedades do produto e fragdo néo sdo verdadeiras para as séries,
ou seja

Y (o) # Y Yoy Y Dt
n=1 n=1 n=1

n—1Yn Zn 1Vn

1
Por exemplo, sejam x, = — e y, = —. Assim

on 30
d = ] ] d | : 1
—_— = 1, yn = —_— = = —.
N P Y Y e
Mas |
> =1 3 1 1 i >
anyn— _n: :_7&1'_:an Zym
n=1 n=1 6 I % 5 2 n=1 n=1
© n
yr-y (é) S Ly b
n=1-7" n=1 2 % Z:—lyn
Exemplo 2.11 Calcule Y ! + 5
. u |+ ].
. P n=1 n(n+1) 4"
Solucdo. Temos que
> 3 3.1
Z 4— - 41 1
n=1 _Z

Por outro lado

(1
n n+1"

ngln(”‘H) :ngl
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Neste caso
L | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= - — =(l-=4+=-—=4+=-——-4+ ==+ —— =1- .
o k;(n mwy ( S I L T R n+1> n+1
Portanto . . .
}%S":2%<l_n+l):1:r§’ln(n+l)

Pela propriedade da soma 1),

o | 3 . | .




